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第!章"平面向量及其应用

!#!"向量向向向向向

·题型诀·

!·!!!"!【解析】对于!，物理学中的

作用力与反作用力大小相等，方向相反，

是一对相反向量，故正确!对于"，相等

向量的模相等，方向相同，故正确!对

于于，平面直角坐标系上的 的轴，，轴只

有方向，没有大小，不是向量，故错误!对

于$，若两个向量相等，则表示两个向量

的有向线段可以通过平移使起点和终点

分别重合，但表示两个向量的有向线段

不一定起点和终点分别重合，故错误!综

上，正确结论的序号是!"!

是·!!【解】根据规则，画出符合要求的所

有向量!

马在 $处走了 “一步” 的情况如图!

所示；

马在 马处走了 “一步” 的情况如图"

所示!

是·是!【解】（"）画出所有的向量 画马出所所 ，如图

所示!

（（）由（"）所画的图知，

!当点 马位于点 马" 或 马（ 时，，$马出所所 ，取得

最小值 "（%（槡
（ &槡' ；

"当点 马位于点 马' 或 马或 时，，$马出所所 ，取得

最大值 最（%'槡
（ &槡最"!

所以 ，$马出所所 ，的最大值为 槡最" ，最小值

为槡'!

为·!!'!【解析】两向量相等要求模相



等，方向相同，因此 画'出所所 与 '马出所所 都是和 ()出所所

相等的向量!

为·是!(!【解析】如图所示，由已知得

画*出所所 &*$出所所 &+,出所所 &,马出所所 ，画+出所所 &*,出所所 &$马出所所 ，画$出所所 &

+马出所所 ，画,出所所 &*马出所所 ，*+出所所 &$,出所所 ，有 "（ 对相等向量；

改变其方向，又有 "（ 对相等向量!故共

有 （最 对相等向量!

!#是"向量的加法向向向向向向向向

·易错记·

!·!!)!【解析】由于 画$出所所 &+马出所所 ，故四边形

画$马+是平行四边形!根据向量加法和减

法的几何意义可知，该平行四边形的对

角线相等，故四边形 画$马+为矩形!

是·!!形!【解析】!当 ! 与 与 不同向或反

向时成立；"当 !&与&当 或 与&当，!，当 时

成立；于当 ! 与 与 方向相反，且，!，%，与，

时成立；$当 ! 与 与 方向相同时成立!

·题型诀·

!·!!'!【解析】画$出所所 %（-*出所所 %$-出所所 ）%*$出所所 &

画$出所所 %$-出所所 %-*出所所 %*$出所所 &画$出所所 ，故选 *!

!·是!当!【解析】依题意，画马出所所 &画$出所所 %画+出
&&

，

所以 画马出所所 %$画出所所 %+画出
&&

&画$出所所 %画+出
&&

%$画出所所 %+画出
&&

&

（画$出所所 %$画出所所 ）%（画+出
&&

%+画出
&&

）&当!

是·!!形! 【解析】 因为 因为出所所 &马$出所所 ，所以

马所出所所 以因为出所所 &马所出所所 以马$出所所 &马所出所所 %$马出所所 &$所出所所 ，故选 故!

是·是!'!【解析】由 -画出
&&

%-马出所所 &-$出所所 %-+出所所 得

-画出
&&

以-$出所所 &-+出所所 以-马出所所 ，所以 $画出所所 &马+出所所 ，

所以 $画以马+，且 $画&马+，

所以四边形 画$马+是平行四边形!故

选 *!

是·为!')(!【解析】对于 故，画$出所所 以（$马出所所 %

马画出所所 ）&画$出所所 以$画出所所 &（画$出所所 ，故错误；

对于 *，画$出所所 以画马出所所 %$+出所所 以马+出所所 &马$出所所 %$+出所所 %+马出所所 &

马$出所所 %$马出所所 &当，*正确；

对于 对，-画出
&&

以-+出所所 %画+出
&&

&+画出
&&

%画+出
&&

&当，对

正确；

对于 于，,-出所所 %-(出所所 %*,出所所 以*(出所所 &,(出所所 %(,出所所 &当，于

正确!故选 *对于!



为·!!形!【解析】 （提示：用向量 -画出
&&

，-$出所所

表示两只胳膊的拉力，它们的合力与重

力大小相等，求出，-画出
&&

%-$出所所 ，，再化为体重

即可得解） 如图， ，-画出
&&

，&，-$出所所 ，&/00，

(画-$&或01，以 -画，-$为邻边作平行四

边形 -画马$，则四边形 -画马$是菱形!连

接 -马，因为 -马出所所 &-画出
&&

%-$出所所 ，所以 ，-马出所所 ，&

（，-画出
&&

，·123/01&/00槡/ ，

因此该学生体重为
/00槡/
"0 体

/00重"!为/（
"0 体

'（（67）!故选 故!

为·是!【解】 （"）如图，，是垂直到达河对

岸方向的速

度， $是 与

河岸成 或01

角的静水中

的船速，则

$与 ，的夹

角为 /01!由题意知，-马出所所 ，-$出所所 ，$马出所所 构成一

个直角三角形，其中 -$出所所 &$，-马出所所 &，，-画出
&&

&

$马出所所 &%，由向量加法的三角形法则知，

-马出所所 &-画出
&&

%-$出所所 ，即 ，&%%$!

（（）因为，-$出所所 ，&，$，&"0 6因9:，而，$马出所所 ，&

，-$出所所 ，3;< /01&"0重
"
（

&'（6因9:），所以这

条河河水的流速为 ' 6因9:，方向为顺着

河岸向下!

+·!!【解】（"）由条件知，画$出所所 ，&，画$出所所 %$马出所所 %

马+出所所 ，&，画+出
&&

，，即 画$&画+，又四边形 画$马+

是平行四边形，故四边形 画$马+是菱形!

（（）由平行四边形及三角形中位线的性

质可知 为马出所所 &所因出所所 !所以 画+出
&&

以为马出所所 以所$出所所 &画+出
&&

以

所因出所所 以画所出所所 &画+出
&&

以（画所出所所 %所因出所所 ）&画+出
&&

以画因出所所 &因+出所所 !作

出向量 因+出所所 如图所示!



B·!!)!【解析】由向量三角不等式可

知，只有当非零向量 !，与 同向时，

才有，!%与，&，!，%，与，，，，!，以，与，，&，!以

与，，故 故，于正确；

只有当非零向量 !，与 方向相反时，

才有，!%与 ，&，，!，以，与 ，，， ，! ，%，与 ，&

，!以与，，故 *正确，对错误!

故选 对!

B·是!［"，/］!【解析】由两向量和与差的

三角不等式，可得 ，! %与 ，% ，，! ，以

，与，，&"，当且仅当 !， 与 反向时，等号

成立，

，!%与，*，!，%，与，&/，当且仅当 !，与 同向

时，等号成立，

综上所述，"*，!%与，*/!

!#为"向量的数乘向向向向向向向向

·易错记·

!·!!形'!【解析】对于 故，向量不能比较

大小，故 故错误；

对于 *，零向量与任意向量平行，且零向

量的方向是任意的，故 *错误；

对于 对，因为 与 不为零向量，所以 ! 与 &

平行，故 对正确；

对于 于，若 ! 与 与 至少有一个为零向量，

则向量 ! 与 与 共线，所以 于正确正

故选 故*!

是·!!'!【解析】】$+出所所 &$马出所所 %马+出所所 &（!%

或与&（（!%/与）&（画$出所所 ，且 $+出所所 和 画$出所所 有公共

点 $，?画，$，+三点共线!故选 *!

是·是!)!【解析】若 画，$，马三点共线，则

画$出所所 以画马出所所 ，则有 画$出所所 &则画马出所所 （则（"），即 !%

2与&3则!%则与!

因为 ! 与 与 不共线，所以
"&3则，

2&则，， 即 23&

"!故选 对!

·题型诀·

!·!!'!【解析】根据向量运算公式可

知，"0（!%与）以（!以与）&"0!%"0与以!%与&

）!%""与!故选 *!

!·是!以'!%'与以（&!【解析】原式 &'!以

最与%&以/!%）与以/&以为!&以'!%'与以（&!

!·为!【解】（提示：将 '，(看成未知数，用



方程组求解）由方程组
（'%/(&!，

/'以（(&与，， 解得

'&
（
"/

!%
/
"/

与，(&
/
"/

!以
（
"/

与!

是·!!形!【解析】因为点 为满足 为画出所所 %为$出所所 %

为马出所所 &当，所以 为为为画$马的重心，所以

画为出所所 &（
/
重"
（
（画$出所所 %画马出所所 ）&

"
/
（画$出所所 %画马出所所 ）!

又因为 画为出所所 &/画*出所所 ，

所以 $*出所所 &$画出所所 %画*出所所 &$画出所所 %"
/
画为出所所 &$画出所所 %"

/
重

"
/
（画$出所所 %画马出所所 ）&$画出所所 以"

）
$画出所所 %"

）
画马出所所 &A

）
$画出所所 %

"
）
（$马出所所 以$画出所所 ）&

为
）
$画出所所 %"

）
$马出所所 !

故选 故!

为·!!'!【解析】因为向量 !&（)"%)（，与&

以（)"%/)（，所以 （!%与&（)"%')（!又 最)" %

"0)（ &（（（)"%')（），所以 *项与 （!%与 共

线!故选 *!

+·!!'!【解析】因为 画$出所所 ，画马出所所 的起点相

同，所以 画$出所所 ，画马出所所 的夹角即为角 画，大小是

%
/
!故选 *!

+·是!)!【解析】如图，

作 向 量 画+出
&&

&$马出所所 ， 则

($画+是 画$出所所 与 $马出所所 的

夹角!

在为画$马中，因为 马&）01，$马&"
（
画$，

所以(画$马&或01，所以($画+&"（01!故

选 对!

B·!!【证明】 因为 画+出
&&

&画$出所所 %$+出所所 &（ !%

（与）%（（!以最与）&/!以（与&$马出所所 ，且 画，$，马，

+四点不共线，所以四边形 画$马+是平

行四边形!

四·!!形!【解析】方法一（利用共线向量

基本定理）：因为/-$出所所 %-马出所所 &最-画出
&&

，

所以 /-$出所所 以/-画出
&&

&-画出
&&

以-马出所所 ，即 / （-$出所所 以

-画出
&&

）&-画出
&&

以-马出所所 ，

所以 /画$出所所 &马画出所所 ，所以 画$出所所 与 马画出所所 共线，且有

公共点 画，所以 画，$，马三点共线!

方法二（利用共线向量基本定理性质）：

因为/-$出所所 %-马出所所 &最-画出
&&

，所以 -马出所所 &以/-$出所所 %

最-画出
&&

，

由于以/%最&"，所以 画，$，马三点共线!



四·是!【证明】因为 画$出所所 &!，画+出
&&

&与，所以

$+出所所 &画+出
&&

以画$出所所 &与以!*因为 ,是 $+上靠近

点 $的三等分点，

所以 $,出所所 &"
/
$+出所所 &"

/
（与以!）*

因为 在 平 行 四 边 形 画$马+ 中， $马出所所 &

画+出
&&

&与，

所以 马,出所所 &$,出所所 以$马出所所 & "
/

（ 与 以!） 以与&

以"
/
!以

（
/
与*!

因为*为画$的中点，所以*$出所所 &"
（
!，所以

马*出所所 &以*马出所所 &以（*$出所所 %$马出所所 ）&以） "
（
!%与 ) &

以"
（
!以与*"

由!"可得 马*出所所 &/
（
马,出所所 !

由共线向量基本定理知 马*出所所 以马,出所所 !又因为

马*出所所 与 马,出所所 有公共点马，所以*，,，马三点

共线!

共·!!形! 【解析】 由题意可得，画(出所所 &

马(出所所 以马画出所所 & （
/

马画出所所 % "
/

马$出所所 以马画出所所 &

"
/
（马$出所所 以马画出所所 ）&

"
/

画$出所所 !又 画(出所所 &又画$出所所 ，所以

又&
"
/
!故选 故!

共·是!以最!【解析】由题意知，5!%（与 &

则（A!%5与）（则B0）!

所以（5以A则）!%（（以则5）与&当，又 !，与 是两

个不共线的非零向量，

所以
5以A则&0，

（以则5&0，， 则 则&以
"
（
，5&以最!

共·为!【解】 （"）由题意知，画是 $马的中

点，且 -+出所所 &（
/
-$出所所 ，由平行四边形法则，

得 -$出所所 %-马出所所 &（-画出
&&

，所以 -马出所所 &（-画出
&&

以-$出所所 &

（!以与，+马出所所 &-马出所所 以-+出所所 &（（!以与）以
（
/
与&（!以

'
/
与!

（（）因为 所马出所所 &-马出所所 以-所出所所 &（ （!以与） 以则! &

（（以则）!以与，+马出所所 &（!以
'
/
与，所马出所所 以+马出所所 ，所以

所马出所所 &所+马出所所 ，即（（以则）!以与&所（!以
'
/
与） ) ，所



以

（以则&（所，

以"&以
'
/ 所，， 解得

所&
/
'
，

则&
最
'
，， 所以则&

最
'
!

以·!!)!【解析】如图所示，设线段 $马

的中点为 +，连接 -+，(+，则有 -+出所所 &

"
（
（-$出所所 %-马出所所 ），因此由已知得 -(出所所 &-+出所所 %

则画(出所所 ，即 -(出所所 以-+出所所 &则画(出所所 ，于是 +(出所所 &则画(出所所 ，

则 +(出所所 与 画(出所所 共线且有公共点 (，所以 画，

(，+三点共线，因此点 (在直线 画+上!

又 画+是为画$马的 $马边上的中线，因此

点 (的轨迹一定通过为画$马的重心!故

选 对!

M·!!形! 【解析】 若

画-出所所 &则-$出
&&

（则（"），则

画，-，$三点共线，如

图，则马&%
（
，故为画$马

是以 马为直角的直角三角形，故充分性

成立!当为画$马为直角三角形时，马不一

定是直角，故 画，-，$三点不一定共线，

即 画-出
&&

&则-$出所所 不一定成立，故必要性不成

立!综上所述，“画-出
&&

&则-$出所所 （则（"）” 是

“为画$马为直角三角形”的充分不必要

条件!

!1·!!'!【解析】由 画$出所所 %画马出所所 &（画-出
&&

得

画$出所所 以画-出
&&

&画-出
&&

以画马出所所 ，即 -$出所所 &以-马出所所 ，?-为边

$马的中点!】为画$马的外接圆的圆心为

-，半径为 "，?为画$马是以$马为斜边的直

角三角形，($画马&%
（
，$马&（!又，画-出

&&

，&

，画马出所所 ，， ?画马&"， 画$ &槡/ ， ?6为画$马&

"
（
画$·画马&"

（
重槡/重"&

槡/
（
!故选 *!

!#+"向量的分解与坐标表示向向向向向向向向向向向向向向

!#+#!"向量分解及坐标表示

·题型诀·

!·!!'!【解析】因为 *中 最)（ 以或)" &



以（（/)"以（)（），所以两向量为共线向量，不

能作为一组基!

!·是!(!【解析】对于!，因为 画+出
&&

与 画$出所所

不共线，所以可以作为平面的一组基；

对于"，因为 画+出
&&

与 $马出所所 共线，所以不可

以作为平面的一组基；

对于于，因为 -画出
&&

与 -马出所所 共线，所以不可

以作为平面的一组基；

对于$，因为 马画出所所 与 +马出所所 不共线，所以可

以作为平面的一组基!

由分析可得!$中的向量组可作为平面

的一组基!故选 于!

是·!!'!【解析】由题意得，+所出
&&

&（
/
因$出所所 &

（
/
（画$出所所 以画因出所所 ） & （

/
画$出所所 以（

/
重 （

/
画所出所所 &

（
/
画$出所所 以最

）
（画+出

&&

%+所出所所 ），

所以
"/
）

+所出所所 & （
/

画$出所所 以最
）

画+出
&&

， 即 +所出所所 &

或
"/

+马出所所 %最
"/

+画出
&&

&最
"/

+%或
"/

,，

故选 *!

是·是!
/
A
!%

"
/
与!【解析】因为 马因&（因+，

马所&/所$，所以马因出所所 &（
/
马+出所所 &以（

/
画$出所所 &以（

/
与，

马所出所所 &/
最
马$出所所 &以/

最
画+出

&&

&以/
最
!!又 为为 所因

的中 点， 所以 为马出所所 &以马为出所所 &以"
（

（马因出所所 %

马所出所所 ）&以"
（ ） 以（

/
与 以/

最
! ) &/

A
! %"

/
与!

为·!!'!【解析】如图所示，过点 *作

*(以$马交直线 画$，画马于 (，)两点，

连接 画*，则 画*出所所 &的画(出所所 %，画)出
&&

，可得 的%

，&"!

设 画(出所所 &5画$出所所 （5，" 且 5，0），画)出
&&

&5画马出所所

（5，" 且 5，0），则 $*出所所 &画*出所所 以画$出所所 &（5的以

"）画$出所所 %5，画马出所所 !

因为$*出所所 &则画$出所所 %所画马出所所 ，所以则%所&5的以"%5，&



5以"，

由图可知，当(*与半圆$马相切时，5最

大，

又由 画$&（，$所& "

3;< %
/

&槡（ /
/

，可得 画所&

（%槡
（ /
/

&或
%槡（ /
/

，

所以 5因CD&
画所
画$

&/%槡/
/

，所以 则%所的最大

值为槡
/
/
!

为·是!【解】 （"）由已知得 所因出所所 &所+出所所 %+因出所所 &

所+出所所 %"
（
+马出所所 &'

或
画+出

&&

%"
（
（+画出

&&

%画$出所所 %$马出所所 ）&

'
或
画+出

&&

% "
（

以画+出
&&

%画$出所所 %"
/
画+出

&&） ) & "
（

画$出所所 %

"
（
画+出

&&

!

（（）设 画$出所所 &!，画+出
&&

&与，

则 所因出所所 & "
（

! %"
（

与，所*出所所 &则
（

! %则
（

与，

画(出所所 &所!，

连接 画*（图略），则 画*出所所 &画所出所所 %所*出所所 &"
或
与%

则
（
!%则

（
与&则

（
!% 则

（
%"
或） ) 与!

由于 (，*，+三点共线，

设 +*出所所 &5+(出所所 （5（"），

则 画*出所所 &5画(出所所 %（"以5）画+出
&&

&5所!%（"以5）与，

所以

5所&
则
（
，

"以5&则
（
%"
或
，， 所以 所&

/则
'以/则

!

因为 (是线段 画为上 （不含端点） 的

动点，

所以 所&
/则

'以/则
（ 0，

"
（） ) ，

所以 则（ 0，
'
）） ) ，

所 以 /则（ % （
"%所

&/则（ 以 或
' 则%（ &

/ 则以
"
'） )

（

%最为
（'

，!

当 则（ 0，
'
）） ) 时，/则（ % （

"%所
的取值范围

为
最为
（'

，
或"
（为[ ) !



+·!! 最以槡
/
/
，
为
/） ) !【解析】如图，延长

马$交 的轴于 所!

则($画所&"A01以"'01&/01，(画所$&

(画$马以($画所&/01，($所的&"'01!

由题意 -画出
&&

&（ 最， 0），画$出所所 &（ （123/01，

3;< /01）&（槡/ ， "）， $马出所所 &最 （123"'01，

3;< "'01）&（以（槡/ ，（），又 $+出所所 &（+马出所所 ，所

以 $+出所所 &（
/
$马出所所 & 以最槡/

/
，
最
/） ) ，-+出所所 &-画出

&&

%

画$出所所 %$+出所所 &） 最以槡
/
/
，
为
/ ) ，所以点 +的坐

标为 最以槡
/
/
，
为
/） ) !

+·是!【解】设 !&（ （"，（（ ），与&（8"，8（ ），

&&（9"，9（），

则 （" &，!，123最'1&（重槡
（
（

&槡（ ，

（（ &，!，3;< 最'1&（重槡
（
（

&槡（ ；

8" &，与，123"（01&/重以"
（） ) &以/

（
，

8（ &，与，3;< "（01&/重槡
/
（

&/槡/
（

；

9" &，&，123（以/01）&最重槡
/
（

&（槡/ ，

9（ &，&，3;< （以/01）&最重以"
（） ) &以（!

所以 !&（槡（ ，槡（ ），与& 以/
（
，
/槡/
（） ) ，&&

（（槡/ ，以（）!

B·!!(!【解析】依题意，设 $-出
&&

&则$马出所所 （则

为实数），则 "B则B
最
/
!画-出

&&

&画$出所所 %$-出所所 &画$出所所 %

则$马出所所 &画$出所所 %则（画马出所所 以画$出所所 ）&（"以则）画$出所所 %则画马出所所 !因

为画-出所所 &的画$出所所 %（"以的）画马出所所 ，且 画$出所所 ，画马出所所 不共

线，所以 的&"以则（ ） 以"
/
，0 ) ，即 的的取

值范围是 ） 以"
/
，0 ) !

B·是!
"0
/
，%E） ) ! 【解析】 由题可知，



$+出所所 &"
/
$马出所所 ，设 画所出所所 &2画+出

&&

（0B2B"），

则画所出所所 &2 ） 画$出所所 % "
/

$马出所所 ) &2 [ 画$出所所 %

"
/
（$画出所所 %画马出所所 ） ] &（

/
2画$出所所 %"

/
2画马出所所 !

又因为 画所出所所 &则画$出所所 %所画马出所所 ，

所以 则&
（
/
2，所&

"
/
2，

所以
则
（
%"
所

&2
/
%/
2
（0B2B"）!

设 设（2）&
2
/
%/
2
（2，0），

由对勾函数的性质可知，设（2）在（0，"）

上单调递减，

则 设（2）F设（"）&
"
/
%/&

"0
/
，

所以
则
（
%"
所
的取值范围是

"0
/
，%E） ) !

B·为!【解】（"）画+出
&&

&画马出所所 %马+出所所 &画马出所所 %（
/
马$出所所 &

画马出所所 %（
/
（画$出所所 以画马出所所 ）&

（
/
画$出所所 %"

/
画马出所所 !

因为 画$出所所 &!，画马出所所 &与，所以 画+出
&&

&（
/

画$出所所 %

"
/
画马出所所 &（

/
!%

"
/
与&的!%，与!

由平面向量基本定理可得 的&
（
/
，，&

"
/
，

所以的以，&
（
/

以"
/

&"
/
!

（（）因为 因为线段 画$的中点，

所以 马因出所所 &马画出所所 %"
（
画$出所所 &以与%

"
（
!!

因为直线 马因与 画+相交于点 *，所以存

在实数 则，所，使 马*出所所 &则马因出所所 （0B则B"），

画*出所所 &所画+出
&&

（0B所B"），

所以 马*出所所 &则以与%
"
（
!） ) ，

因此 画*出所所 &画马出所所 %马*出所所 &（"以则）与%
则
（
!!

又 画+出
&&

&（
/
!%

"
/
与，

所以 画*出所所 &所） （
/
!%

"
/
与 ) &（

/ 所!%
"
/ 所与!

因此（"以则）与%
则
（
!&

（
/ 所!%

"
/ 所与，

所以

"以则&
"
/ 所，

则
（

&（
/ 所，， 解得

则&
最
'
，

所&
/
'
，，



所以 马*出所所 &（
'
!以

最
'
与!

四·!!（"） 【解】由题可知 画所出所所 &画+出
&&

%+所出所所 &

画+出
&&

%"
（
画$出所所 &与%

"
（
!，

所因出所所 &所马出所所 %马因出所所 &"
（

画$出所所 %（
/

马$出所所 & "
（

画$出所所 以

（
/
画+出

&&

&"
（
!以

（
/
与!

（（）【证明】】画为出所所 &/
最
!%

（
/
与，

?所为出所所 &画为出所所 以画所出所所 &"
最
!以

"
/
与，

?所因出所所 &"
（
!以

（
/
与&（所为出所所 ，?所因出所所 ，所为出所所 共线!

又 所因出所所 ，所为出所所 有公共点 所，

?所，为，因三点共线!

!#+#是"向量线性运算的坐标表示

·题型诀·

!·!!(!【解析】
"
（
画$出所所 &"

（
（*$出所所 以*画出

&&

）&

（（，"），故选于!

!·是!'!【解析】因为 画（"，（），$（/，'），

所以 画$出所所 &（（，/），向量是可以平移的，因

为向量 画$出所所 平移后仍是 画$出所所 ，所以向量 画$出所所

按向量 !&（以"，以"）的方向平移后得到

画;$;出所所 &（（，/），故选 *!

!·为!（ （，"））!【解析】依题意得 画$出所所 &

（/，"），画马出所所 &（以"，最），所以 （画$出所所 &（或，（），

最画马出所所 &（以最，"或），故 （画$出所所 %最画马出所所 &（（，"A）!

设点 +的坐标为（的，，），则 画+出
&&

&（的，，以

"）!

因为 画+出
&&

&（画$出所所 %最画马出所所 ，所以 的&（，，以"&"A，

所以 的&（，，&"），

故点 +的坐标为（（，"））!

是·!!（"）【解】设 所点的坐标为（的"，，"），

因点的坐标为（的（，，（），

由 画所出所所 &/画马出所所 得（的"%"，，"）&/（（，（），所以

的" &'，，" &或，故 所（'，或）!

由 $因出所所 &/$马出所所 得（的（以/，，（%"）&/（以（，/），

所以 的（ &以/，，（ &A，故 因（以/，A）G所以

所因出所所 &（以A，（）!

（（）【证明】因为 画（以"，0），$（/，以"），所

以 画$出所所 &（最，以"）!又 所因出所所 &（以A，（），满足



最重（以（以"）重（以A）&0，所以所因出所所 以 画$出所所 !

为·!!形!【解析】因为向量 !&（"，（）与

向量 与&（123（，3;< （）平行，

所以 3;< （以（123（&0，即 HC< （&（，

所以 HC<（%以（）&以HC< （&以（!

故选 故!

为·是!（ （，
"
""， }!【解析】因为 画（（%（，

（），$（"，以（），马（（以最，（以"），所以 画$出所所 &

（以（以"，以（（），$马出所所 &（（以'，（（以"）!

因为 画，$，马三点构成一个三角形，所以

画$出所所 与 $马出所所 不共线，

所以（以（以"）（（（以"），以（（（（以'），解得

（，
"
""

，

所以实数 （ 的取值范围为 （ （，
"
""， }!

为·为!【解】 （"）由 &&2!%3与，得（最，/）&

2（"，（）%3（以"，/），

则有
最&2以3，

/&（2%/3，， 解得
2&/，

3&以"!，
（（）!%5&&（"%最5，（%/5），与以!&（以（，"），

由（!%5&）以（与以!），得 "%最5%（（（%/5）&

0，解得 5&以
"
（
!

+·!!形!【解析】设 (（的，，），则 (,出所所 &

（"0以的，以（以，），(*出所所 &（以（以的，为以，）!因为

(,出所所 &以（(*出所所 ，

所以
"0以的&以（（以（以的），

以（以，&以（（为以，），，
解得

的&（，

，&最，， 所以点 (的坐标为（（，最）!

故选 故!

+·是!形(! 【解析】 由题意可得 画(出所所 &

"
/
画$出所所 或 画(出所所 &以"

/
画$出所所 ，设 (（的，，），

则 画(出所所 &（的以/，，%最），画$出所所 &（以"（，或）!

若 画(出所所 &"
/
画$出所所 ，可得

的以/&
"
/
重（以"（），

，%最&
"
/
重或，， 解

得
的&以"，

，&以（，，
即 (（以"，以（）；

若 画(出所所 &以"
/
画$出所所 ，可得



的以/&以
"
/
重（以"（），

，%最&以
"
/
重或，， 解得

的&为，

，&以或，，
即 (（为，以或），

故点 (坐标可为（以"，以（）或（为，以或）!

故选 故于!

+·为!【解】方法一（向量相等法）：

由题意得，画马出所所 &"
/
画$出所所 !设点 马的坐标为

（的，，），则 画马出所所 &（的以（，，以/）!

因为 画$出所所 &（或，以或），

所以

的以（&
"
/
重或，

，以/&
"
/
重（以或），， 解得

的&最，

，&"!，
所以点 马的坐标为（最，"）!

由画+出所所 &（
/
画$出所所 ，同理可得，点 +的坐标为

（或，以"）!

所以 (马出所所 &（/，0），(+出所所 &（'，以（）!

方法二（定比分点公式法）：

由题意，得点 马，+分有向线段 画$出所所 所成

的比分别是 则" &
"
（
，则（ &（!

当 则" &
"
（ 时，设 马（的，，），利用定比分点

坐标公式可得，

的&
（%

"
（
重A

"%
"
（

&最，，&
/%

"
（
重（以/）

"%
"
（

&"!

所以点 马的坐标为（最，"），同理可得点 +

的坐标为（或，以"）!

所以 (马出所所 &（最，"）以（"，"）&（/，0），(+出所所 &

（或，以"）以（"，"）&（'，以（）!

B·!!【解】 （"）因为 -（0，0），画（"，（），

$（最，'），

所以 -画出
&&

&（"，（），画$出所所 &（/，/），-(出所所 &-画出
&&

%

又画$出所所 &（"%/又，（%/又）!

若点 (在 的轴上，只需 （%/又&0，又&以
（
/
；

若点 (在第二、四象限角平分线上，则

"%/又&以（（%/又），又&以
"
（
!

（（）由（"）知 -画出
&&

&（"，（），($出所所 &（/以/又，

/以/又），



若四边形-画$(是平行四边形，

则-画出所所 &($出所所 ，

即
/以/又&"，

/以/又&（，， 此方程组无解!

所以四边形 -画$(不可能为平行四

边形!

!#B"向量的数量积向向向向向向向向向

!#B#!"数量积的定义及计算

·易错记·

!·!!最!A!【解析】如图，取 $马的中点

所，连接 画所!

因为为画$马是等边三角形，点 +在 $马

的延长线上，且 $马出所所 &（马+出所所 ，

所以 画所-$马，$所&所马&马+&"
（
画$，

画所&槡/
（
画$，

所以在 所H为画所+中，画所（ %所+（ &画+（，即

/
最
画$（%画$（ &（A，

解得 画$&最!

所以 画$出所所 ·画马出所所 %画$出所所 ·$马出所所 %画马出所所 ·$马出所所 &最重最重

123或0·%最重最重123（ "A0·以或0·） %最重最重

123或0·&A!

是·!!【解】（"）因为，!，&槡（ ，，与，&"，! 与

与 的夹角为 最'·，

所以，!，123最'·&槡（重
槡（
（

&"!所以 ! 在 与

方向上的投影为 "!

（（ ） 因 为 ，! %（与 ，& ，!%（与，槡
（ &

，!，（%最，!，，与，123最'·%，（与，槡
（ &

（%最%槡 最 &槡"0 ，所以，!%（与，&槡"0!

（/）因为（（!以则与）与（则!以/与）的夹角是

锐角，

所以（（!以则与） ·（则!以/与） F0，且（ （!以

则与）与（则!以/与）不能同向共线，

所以 则（以为则%或B0，（!以则与，5（则!以/与），

5F0，解得 "B则B槡或或槡或B则B或，所以实数



则的取值范围是（"，槡或 ）.（槡或 ，或）!

·题型诀·

!·!!【解】（"）由平面向量数量积的定义

可得 !· 与 &，! ，，与 ，123
（%
/

&最 重（ 重

） 以"
（ ) &以最!

（（）（!以（与）·（!%与）&!（以!·与以（与（

&，!，（以!·与以（，与，（

&最（%最以（重（（ &"（!

!·是!【解】（"）因为在平行四边形 画$马+

中，+,& "
（

+马，所以 画,出
&&

&画+出
&&

%+,出所所 &

画+出
&&

%"
（
+马出所所 &画+出

&&

%"
（
画$出所所 !

（（）因为画*&"
/
画$，所以 +*出所所 &画*出所所 以画+出所所 &

"
/
画$出所所 以画+出所所 !又画+&"，画$&（，(+画$&或0·，所

以 画$出所所 ·画+出所所 &"，所以 画,出所所 ·+*出所所 &） 画+出所所 %

"
（
画$出所所 ) · ） "

/
画$出所所 以画+出

&& ) & "
或

，画$出所所 ，（ 以

，画+出
&&

，（以
"
或
画$出所所 ·画+出

&&

&（
/
以"以

"
或

&以"
（
!

是·!!以最!【解析】因为在为画$马中，画$&

最，画马&'，$马&/，所以 画马（ &画$（%$马（，即

$马-画$，所以 123($画马& 最
'
，则 123

〈画马出所所 ， $画出所所 〉 &123（ %以($画马） &以123

($画马&以
最
'
，所以 画马出所所 在 $画出所所 方向上的投

影为，画马出所所 ，123〈画马出所所 ，$画出所所 〉&'重以最
'） ) &以最!

是·是!【解】 （"）因为（/!以与） （ &"），所以

）!（以或!·与%与（ &"），

所以 !·与&以"，即，!，，与，123〈!，与〉 &以"，

解得 123〈!，与〉&以
"
（
，

又 0*〈!，与〉*%，故向量 ! 与向量 与 的

夹角为
（%
/
!

（（） ，与 ，123〈 与， ! 以与〉 &与·（!以与）
，!以与，

&

与·!以与（

（!以与）槡
（
&

以"以最

!（以（!·与%与槡
（

&以 '

槡为
&

以'槡为
为

!



为·!!以槡（!【解析】因为单位向量 !，与 的

夹角为 最'1，所以，!，&，与，&"，!·与&"重

"重123最'·&槡
（
（
!

因为（!%5与）-!，所以（!%5与）·!&0，即

!（%5!·与&0，

即 "%5重槡
（
（

&0，解得 5&以槡（!

+·!!形!【解析】因为平面向量 !%与 与

!以与 互相垂直，模之比为 （ K"，所以

（!%与）·（!以与）&0 且，!%与，&（，!以与，，

得 !（ &与（，又，!，&槡' ，则，!，&，与，&槡'!

将，!%与，&（，!以与，平方得 !（%（!·与%与（ &

最!（以A!·与%最与（，解得 !·与 &/!又，!%

与，（ &!（%（!·与%与（ &"或，则，!%与，&最，设 ! 与

!%与 的夹角为 的，则 123的&
!·（!%与）
，!，，!%与，

&

!（%!·与
，!，，!%与，

&'%/

槡'重最
&（槡'

'
，故选 故!

+·是!形!【解析】设向量 !，与 的夹角为

的，由（ !以与）·与&"，得 !·与以与（ &"，即

，!，·，与，123的以，与，（ &"，因为，!，&槡或 ，

，与，&槡（ ，所以 （槡/ 123的以（ &"，解得

123的&槡
/
（
，又因为 01*的*"A01，所以 的&

/01，即向量 !，与 夹角的大小为 /01!故

选 故!

+·为!"（01!【解析】 因为 ! 在 )方向上

的投影为以（，即，!，123〈!，)〉 &以（，所以

123〈!，)〉&
以（
，!，

&以"
（
，所以〈!，)〉&"（01!

B·!!(!【解析】因为（ !以与）-!，所以

（!以与）·!&，!，（ 以!·与&0，所以 !·与&

，!，（ &（!所以，!%与，（ &!（%（!·与%与（ &（%

（重（%最&"0，即，!%与，&槡"0!

B·是!（!【解析】

如图所示，由向

量运算的三角形

法则可得，$所出所所 &$马出所所 %马所出所所 &画+出
&&

以"
（
画$出所所 !因为

画+出
&&

·$所出所所 &画+出
&&

· ） 画+出
&&

以 "
（
画$出所所 ) &画+出

&&

（ 以

"
（
画+出

&&

·画$出所所 &"以
"
（

重"重，画$出所所 ，重123或0·&



"
（
，所以，画$出所所 ，&（!

四·!!形!【解析】-$出所所 以-马出所所 &马$出所所 &画$出所所 以画马出所所 ，

-$出所所 %-马出所所 以（-画出
&&

&（-$出所所 以-画出所所 ）%（-马出所所 以-画出所所 ）&

画$出所所 %画马出所所 ，所以由 （ -$出所所 以-马出所所 ） · （ -$出所所 %

-马出所所 以（-画出
&&

）&0 得（画$出所所 以画马出所所 ）·（画$出所所 %画马出所所 ）&

0，即 画$出所所 （ &画马出所所 （，所以 ，画$出所所 ，&，画马出所所 ，，故

为画$马为等腰三角形!

四·是!(!【解析】由 ） 画$出所所

，画$出所所 ，
%画马出所所

，画马出所所 ，
) ·

$马出所所 &0，可得($画马的平分线垂直于 $马，

所以 画$&画马!

又因为
画$出所所 ·画马出所所

，画$出所所 ，，画马出所所 ，
&123〈画$出所所 ，画马出所所 〉 &"

（
，且

〈画$出所所 ，画马出所所 〉（（0，%），

所以($画马&%
/
，所以为画$马为等边三角

形，故选 于!

共·!!)! 【解析】 由题意可知，$)出所所 &

画)出
&&

以画$出所所 &（"以则）画马出所所 以画$出所所 ，马(出所所 &画(出所所 以画马出所所 &

则画$出所所 以画马出所所 !

又因为为画$马为等边三角形，画$&（，所

以 画$出所所 ·画马出所所 &（重（重
"
（

&（，

所以 $)出所所 ·马(出所所 &［（ " 以则） 画马出所所 以画$出所所 ］ ·

（则画$出所所 以画马出所所 ） &则（ " 以则） 重（ 以最则以

最（"以则）%（&以
/
（
，解得 则&

"
（
，故选 对!

共·是!'!【解析】因为 ! 与 与 的夹角为锐

角，且 且，.为互相垂直的单位向量!所以

!·与&（且以（.）·（且%2.）&"以（2F0，且 !，

与 不共线，所以 2B
"
（
!当 !以与 时，可得

2&以（， 所以实数 2的取值范围是

（以E，以（）. ） 以（， "
（ ) !故选 *!

共·为!以A 或 '!【解析】由 /!%则与%为&&当，

可得 为&&以（ /!%则与），即 最）&（ &）!（ %

则（与（%或则!·与!又 !，与，&为单位向量，所

以 !（ &与（ &&（ &"，所以 最） &） %则（%

或则123
%
/
，即 则（ %/则以最0 &0， 解 得

则&以A 或 则&'!

以·!!'!【解析】连接 画马，如图!在菱形

画$马+中，因为边长为 "，(+画$&或0·，所

以 画马&槡/ ，且($画马&/0·，过点 (作 ()



垂直于 画$于点 )，过点 马作 马所垂直于

画$的延长线于点 所!因为点 (是边长为

" 的菱形 画$马+内一动点（包括边界），

所以由平面向量数量积的几何意义，有

画(出所所 · 画$出所所 &，画(出所所 ，· ，画$出所所 ，·123((画$&

，画$出所所 ，·，画)出
&&

，，

所以当点 (在点 马处时，，画)，最大，即

画(出所所 ·画$出所所 最大，此时 画(出所所 ·画$出所所 &，画$出所所 ，·

，画马出所所 ，·123($画马&"重槡/重
槡/
（

&/
（
，所以

画(出所所 ·画$出所所 的最大值为
/
（
!故选 *!

以·是!'"【解析】根 据 题 意 得，-画出所所 在

-(出所所 方向上的投影为
-画出所所 ·-(出所所

，-(出所所 ，
&

则-画出
&&

（%所-画出
&&

·-$出所所

则（%（则所%最所槡
（
& 则%所

则（%（则所%最所槡
（
!!

因为 则%（所&（，所以 则&（以（所，将其代入

!得
-画出

&&

·-(出所所

，-(出所所 ，
& （以所

最以最所%最所槡
（
!"

令 （以所&又，得 所&（以又，将其代入"得

-画出
&&

·-(出所所

，-(出所所 ，
& 又

（ 又（以/又%槡 /
!

当 又F0 时，原式 & "

（ "以
/
又
%/
又（槡

有最

大值；

当 又B0 时，!式无最小值!故选 *!

以·为!)!【解析】由题可设 与&则&（则F0），

由〈!，与〉 &%
最 可知〈 !，与%&〉 &%

最
，所以

!·（与%&）&!·（则&%&）&槡（ ，则&%&，·

槡（
（

&（，所以，&，&
（

则%"
!因为 则F0，所以

则%"F"，所以 0B
（

则%"
B（，即，&，（（0，（）!

故选 对!

M·!!
"
或
!

"/
（
!【解析】】画+出所所 &则$马出所所 ，?画+以

$马，?($画+&"A0·以($&"（0·，

画+出所所 ·画$出所所 &则$马出所所 ·画$出所所 &则，$马出所所 ，·，画$出所所 ，·



123"（0·&则重或重/重 以"
（） ) &以）则&以/

（
，

解得 则&
"
或
!

取 *,的中点为 -，连接 +-（图略），根

据 极 化 恒 等 式， 得 +*出所所 · +,出所所 &

"
最
［（（+-出所所 ） （ 以（*,出所所 ） （ ］ &+-出所所 （ 以 "

最
， 当

，+-出所所 ，取得最小值时，+*出所所 ·+,出所所 的值最

小!】当 +--$马时，，+-出所所 ，取得最小值，

此时，+-出所所 ，&槡
/ /
（

，

?+*出所所 ·+,出所所 的最小值为
"/
（
!

!#B#是"数量积的坐标表示及其计算

·易错记·

!·!!直角梯形!【解析】由题可得，画$出所所 &

（或，（），马+出所所 &（以），以/），画+出
&&

&（ "，以/），

$马出所所 &（最，以（）!

因为 画$出所所 &以（
/

马+出所所 ，所以 画$以马+，且

画$，马+!而 画+出
&&

，则$马出所所 （则（"），所以 画+

与 $马不平行!又 画$出所所 ·画+出
&&

&0，所以

画$-画+!故四边形 画$马+为直角梯形!

·题型诀·

!·!!形!【解析】设 $马的中点为 -，连接

画-，以 -为坐标原点，$马所在直线为 的

轴，画-所在直线为 ，轴，建立如图所示

的平面直角坐标系!

因为为画$马是等腰直角三角形，画$&画马&"，

所以 画-&$-&马-&"
（
$马&槡（

（
!

又 $+出所所 &/+马出所所 ，

所以，-+，&槡
（
最
，则 画 0，槡

（
（） ) ，$） 以槡（

（
，

0 ) ，+槡（最 ，0） ) ，画+出
&&

&槡（
最
，以槡

（
（） ) !

由 （马所出所所 &马画出所所 %马+出所所 可得 所为线段 画+的

中点，



所以 所槡（
A
，槡

（
最） ) ，$所出所所 & 槡' （

A
，槡

（
最） ) ，

所以 画+出
&&

·$所出所所 &槡（
最

重 槡' （
A

以槡（
（

重槡（
最

&"
"或

!

故选 故!

!·是!(!【解析】在 ，&HC< ） %
最
的以%

（ )
（0B的B最）中，令 ，&0，得 的&（，所以点 画

的坐标为（（，0）；令，&"，得的&/，所以点$

的坐标为（/，"）!

所以 -画出
&&

&（（，0），-$出所所 &（/，"），

所以 -画出
&&

%-$出所所 &（'，"），画$出所所 &（"，"），所以

（-画出
&&

%-$出所所 ）·画$出所所 &（'，"）·（"，"）&或!故

选 于!

!·为!/A!【解析】 !·（ /!以（与）&/!（ 以

（!·与&/重（）%最）以（重） 以/
（
%（ ) &/A!

是·!!'!【解析】因为 !&（"，（），与&（（，

0），所以 则!%与&则（"，（）%（（，0）&（则%（，

（则）!因为（则!%与）-!，所以（则!%与）·

!&"重（则%（）%（重（则&0，解得 则&以（
'
!故

选 *!

是·是!)!【解析】依题意得，画马出所所 ·$+出所所 &

"重（以最）%（重（&0，所以 画马出所所 -$+出所所 ，所以四

边形 画$马+的面积为
"
（

，画马出所所 ，·，$+出所所 ，&

"
（
重槡'重槡（0 &'!故选 对!

为·!!)!【解析】由题意得 2（ &/，解得

2&解槡/ ，

又 ! 与 与 反向共线，故 2&以槡/ ，此时

!以槡/ 与&（以（槡/ ，或），

故，!以槡/ 与，& （以（槡/ ）
（%或槡

（ &最槡/!

故选 对!

为·是!'!【解析】由，+%,，&"0，得+（%,（%

（+·,&"00!

因为+&（（，"），所以，+，&槡'!又 +·,&

（0，所以 '%,（%最0&"00，解得，,，&槡''!

故选 *!

+·!!槡
（
（
!【解析】由题意知，!，&"，&&

（（，（），则 ，&，&（ 槡（ ，!·&&0重（%"重

（&（，所以 123的&
!·&
，!，，&，

& （
（槡（

&槡（
（
!



+·是!【解】（"）由 !以与 得，（重/以"·的&0，解

得 的&或，所以 与&（或，/）!

由 !-&得，（，%"重（&0，

解得 ，&以"，所以 &&（以"，（）!

（（）由（"）得 +&（!以与 &（（ （，"） 以（ 或，

/）&（以（，以"），

,&!%&&（（，"）%（以"，（）&（"，/），

所以 +·,&（以（）重"%（以"）重/&以'，

，+，& （以（）（%（以"）槡
（ &槡'，

，,，& "（%/槡
（ &槡"0，

123〈+，,〉&
+·,
，+，，,，

&
以'

槡'重槡"0
&以槡（

（
!

又因为〈+，,〉（［0，%］，

所以向量 +，,的夹角为
/%
最
!

B·!!(!【解析】因为 !%与&（又以（，以/），

又 ! 与 ! %与 的 夹 角 为 钝 角， 所 以

!·（!%与）B0 且 ! 与 !%与 不共线!

当 ! 与 !%与 共线时，以或又以（（又以（）&0，解

得 又&
"
（
，所以 又（以（又以/B0 且 又，

"
（
，

所以 又（ ） 以"， "
（ ) . ） "

（
，/ ) ，故选 于!

B·是!以），以
"
（） ) . 以"

（
，%E） )

【解析】因为 !&（（，"），与&（最，以/），所以

!以（与&（以或，为），则!%与&（（则%最，则以/）!

因为 !以（与 与 则!%与 的夹角为钝角，

所以（!以（与）·（则!%与）B0，即以或（（则%

最）%为（则以/）B0，解得 则F以）!

且 !以（与 与 则!%与 不共线，所以以或（则以

/），为（（则%最），解得 则，以"
（
!

综上，则F以） 且则，以"
（
，所以则的取值范

围为 以），以
"
（） ) . 以"

（
，%E） ) !

四·!!形!【解析】以线段 $马的中点 -为

坐标原点，$马，-画所在直线分别为 的轴、

，轴建立如图所示的平面直角坐标系!



设 所（ （，0），则以槡/ *（*槡/ ，画（ 0，/），

马（槡/ ，0）!

由 /画*出所所 &画马出所所 得 * ）槡// ，（ ) ，所画出所所 &（以（，

/），所*出所所 &）槡// 以（，（ ) ，
所以 所*出所所 · 所画出所所 &以（ ）槡// 以（ ) %或 &

） （以槡/或 ) （

%为"
"（

!

因为以槡/*（*槡/ ，

所以当 （&槡
/
或 时，（所*出所所 ·所画出所所 ）因;< &

为"
"（

；当

（&以槡/时，（所*出所所 ·所画出所所 ）因CD&"0!

所以 所*出所所 ·所画出所所 （ [ 为"
"（

，"0 ] !故选 故!

四·是!以"!【解析】如图，以 $马的中点 -

为坐标原点，建立平面直角坐标系，

则 $（以（，0），马（（，0），设 画（0，2） （2F

0），(（的，0）（以（*的*（），

则 (画出所所 &（以的，2），($出所所 &（以（以的，0），

所以 (画出所所 ·($出所所 &以的（以（以的）&的（ %（的&

（的%"） （以"，

因为以（*的*（，所以当 的&以" 时，(画出所所 ·

($出所所 取得最小值，（(画出所所 ·($出所所 ）因;< &以"!

四·为!【解】 （"）如图，以 画为坐标原点建

立平面直角坐标系，得 所（"，"），因） （，
"
（ ) ，马（（，"），$（（，0），所以 所因出所所 &） "，

以"
（ ) ，画马出所所 &（（，"），所以 所因出所所 ·画马出所所 &/

（
!

（（）设 ,（的，，），由 （ "）得 所,出所所 &则所因出所所 &

则） "，以"
（ ) & ） 则， 以"

（ 则) &（的以"，



，以"），0*则*"，

所以 ,） "%则，"以"
（ 则) ，0*则*"，

所以 画,出
&&

&） 则%"，以"
（ 则%" ) ，

,$出所所 &） 以则%"， "
（ 则以" ) ，

所以 画,出
&&

· ,$出所所 &（则%"） （ 以则%"） %

） 以"
（ 则%" ) ） "

（ 则以" ) &以'
最 则（ %则&

以'
最 ） 则以（

' ) （

%"
'
，

当 则&
（
' 时，画,出

&&

·,$出所所 有最大值
"
'
!

共·!!)!【解析】如图，以 画为坐标原点，

画$所在直线为 的轴建立平面直角坐标

系，则由题意可得$（（，0），马） /
（
，槡

/
（ ) !

设 (（ （，槡/ （）， 0*（*
"
（
，则 ($出所所 &（ （以

（，以槡/ （），(马
出所所 &） /

（
以（，槡

/
（
以槡/ （ ) ，

所以 （($出所所 以(马出所所 &） '
（
以（，以槡

/
（

以槡/ （ ) ，
所以，（($出所所 以(马出所所 ，

& ） '
（
以（ ) （

%） 以槡/（ 以槡/ （ )槡
（

& 最（（以（（%槡 为

& 最 ） （以"
最 ) （

%（为
最槡 ，

所以当 （ &"
最 时，，（($出所所 以(马出所所 ，取最小值

/槡/
（

!故选 对!

共·是!槡（!【解析】设 +&（"，0），,&（的，

，）!

因为，,以+，&,·+，所以 （的以"） （%，槡
（ &

的，化简得 ，（ &（的以"，的%
"
（
，所以 123〈+，

,〉 & 的

的（%，槡
（

& 的

的（ %（的以槡 "
&



的（

的（ %（的以"槡
& "

"%
（
的
以"
的（槡

!

设 又&
"
的
，即 0B又* （，则 123〈+，,〉 &

"
"%（又以又（槡

& "
以（又以"） （%（槡

，当 又&"，即

的&" 时，123?+，,/取得最小值，此时向

量 +，,的夹角最大，

所以 ，&解"，所以，,，&槡（!

共·为!【解】 （ "） 由已知得 5!%与 &（ /5，

（5）%（以（，"）&（/5以（，（5%"），

!以（与&（/，（）%（最，以（）&（为，0）!

因为 5!%与 与 !以（与 垂直，

所以 为重（/5以（）&0，解得 5&
（
/
!

（（）&&与%的!&（以（，"）%（/的，（的）&（/的以

（，（的%"），

所 以 ，&，& （/的以（） （%（（的%"）槡
（ &

"/的（以A的%槡 ' & "/ ） 的以最
"/ ) （

%最）
"/槡 ，

所以当 的&
最
"/时

，，&，取得最小值
为 槡"/
"/

，

此时 &&） 以"最"/，（""/ ) !
所以 &·与&） 以"最"/ ) 重（以（）%（""/重"&最）

"/
!

!#四"解三角形向向向向向向向

!#四#!"余弦定理

·题型诀·

!·!!)!【解析】因为 （ &/，8&槡"/ ，

9&最，所以由余弦定理的推论得，

123$&（
（%9（以8（

（（9
&）

%"或以"/
（重/重最

&"
（
，

又 $（（0，%），所以 $&%
/
，故选 对!

!·是!'!【解析】设 画为为画$马的最小

角，马为为画$马的最大角，

由余 弦 定 理 的 推 论， 可 得 123$&

/（%A（以为（

（重/重A
&"

（
!

因为$（（0，%），所以$&%
/
，所以画%马&

（%
/
，即最大角和最小角之和是

（
/ %!故



选 *!

是·!!'! 【解析】在为画$马中，8&槡（ ，

9&"，$&最'·，由余弦定理 8（ &（（ %9（ 以

（（9123$得 （（ 以槡（ （以"&0， 解得 （ &

槡或%槡（
（

（负值舍去）!故选 *!

是·是!【解】由余弦定理得 8（ &（（%9（以（（9·

123$，即 为（ &A（%9（以（重A9·123或01，整理得

9（以A9%"'&0，解得 9&/ 或 9&'，均符合

题意!

为·!!形!【解析】由余弦定理可得 9（ &

（（%8（以（（8123马&（槡/ ）
（%（槡或 ）

（以（重槡/重

槡或重） 以槡（最 ) &"（，所以 9&（槡/ ，故选 故!

为·是!)!【解析】若 画&"（01，9&（8，

由余弦定理的推论可得，123"（01&以
"
（

&

8（%最8（以（（

最8（
，所以 （&槡为8，

则 123马&（（%8（以9（

（（8
&为8（%8（以最8（

（槡为8
（

&（槡为
为

!

故选 对!

+·!!)!【解析】把 123画&8（%9（以（（

（89
，代

入已知等式得 8&9·
8（%9（以（（

（89
，整理得

（（%8（ &9（，则 马为直角!故为画$马一定是

直角三角形!

+·是!形)!【解析】对于 故选项，由余弦

定理的推论可得 123马&（（%8（以9（

（（8 %

（（8以9（

（（8
&"以

9（

（（8
F"以

（8
（（8

&"
（
，当且仅当

（&8时等号成立，因为 0B马B%，所以 0B

马B%
/
，故选项正确；对于*选项，因为 （%

8F（9，则（（%8） （F最9（，所以 9（B
（（%8）（

最
，由

余弦定理的推论可得 123马&（（%8（以9（

（（8
F

（（%8（以
（（%8）（

最
（（8

& /（（（%8（）以（（8
A（8 %

或（8以（（8
A（8

&"
（
，当且仅当 （ &8时等号成

立，因为 0B马B%，所以 0B马B%
/
，*选项错



误；对于 对选项，假设 马%
%
（
，则 123马&

（（%8（以9（

（（8 *0，即 （（%8（以9（*0，所以 9（%

（（%8（!，故 9F（，9F8，对!式两边同时乘

9，得 9/%9（（%98（F（/%8/，与 （/%8/ &9/ 矛

盾，所以假设不成立，即 0B马B%
（ 成立，故

对选项正确；对于 于选项，取 （&8&（，9&

"，满足 （ （（ %8（ ） 9（ B（（（8（，且 123马&

（（%8（以9（

（（8
&为

A
F

"
（
，则 0B马B%

/
，故 于选

项错误!故选 故对!

B·!!(!【解析】因为 /&（（%9，以8），）&

（（%8，（以9），/以），

所以（（%9）·（（以9）以（以8）·（（%8）&0，

即以（8&（（%8（以9（，

由余 弦 定 理 的 推 论 可 得 123马&

（（%8（以9（

（（8
&
以（8
（（8

&以"
（
!

因为 马（（0，%），所以 马&（%
/
!

四·!!'!【解析】】（ K8K9&/ K' K为，

设 （&/的，8&'的，9&为的，的F0，

?9最大，即马最大，?123马&（
（%8（以9（

（（8
&

）的（%（'的（以最）的（

/0的（ &以"
（
，

又 01B马B"A01，?马&"（01!故选 *!

!#四#是"正弦定理

·易错记·

!·!!)! 【解析】 由正弦定理
（

3;< 画
&

8
3;< $

，得 3;< 画&（3;< $
8

&
槡（3;<

%
/

槡/
&槡（

（
!

又 （B8，所以 画B$，所以 画为锐角，所以

画&%
最
!故选 对!

·题型诀·

!·!!(!【解析】因为 8&（，$&"（01，

马&最'1，所以由正弦定理得
8

3;< $
& 9
3;< 马

，

则 9&
（3;< 马
3;< $

&槡（

槡/
（

&（槡或
/

!故选 于!

!·是!)! 【解析】 因为 马&"A0·以/0·以



"'·&"/'·，所以 3;< 马&3;< "/'·&槡
（
（
!

由正弦定理得 （&
93;< 画
3;< 马

&
槡/重

"
（

槡（
（

&槡或
（
!

故选 对!

是·!!(!【解析】因为
（

3;< 画
& 9
3;< 马

，所以

3;< 画&
（3;< 马

9
&槡（

（
!又因为 （F9，即 画F马，

所以 画&最'1或 "/'1，故选 于!

是·是!【解】因为
8

3;< $
& 9
3;< 马

，

所以 3;< 马&93;< $
8

&"
重3;< 或01

槡/
&"

（
!

因为 8F9，$&或01，所以 马B或01，所以

马&/01，所以 画&）01!

由勾股定理得 （& 8（%9槡
（ &（!

则 （&（，画&）01，马&/01!

为·!!')!【解析】对于 故，因为 （B8，所

以 画B$!因为 画&"'01，所以 "'01B$，所

以这样的三角形不存在，即为画$马无解，

所以 故错误!

对于 *，由正弦定理得
（

3;< 画
& 8
3;< $

，即

"
3;< /01

& 最
3;< $

，得 3;< $&（F"，无解，所以

*正确!

对于 对，由正弦定理得
（

3;< 画
& 8
3;< $

，即

槡（
3;< 最'1

&槡/
3;< $

，得 3;< $&槡/
（
!因为 01B

$B"/'1，所以 $&或01或 $&"（01，所以

为画$马有两解，所以 对正确!

对于 于，因为 画&或01， （ &8&（，所以

为画$马是边长为 （ 的等边三角形，所以

为画$马有一解，所以 于错误!

故选 *对!

为·是!)!【解析】由题意得，点 马到边 画$

的距离 <&83;< 画&/，所以当 / B（ B

（槡/时，符合条件的三角形有两个，故

选 对!

+·!!)!【解析】由余弦定理的推论得

123画&
8（%9（以（（

（89
&89
（89

&"
（
，



又 0B画B%，所以 画&%
/
!

由 3;< $3;< 马&3;<（画，可得 （（ &89，代入

8（%9（ &（（%89，

则有（8以9） （ &0，所以 8&9，

又画&%
/
，所以为画$马的形状是等边三角

形，故选 对!

+·是!'!【解析】由正弦定理得
3;< 画
123画

&

3;< $
123$

&3;< 马
123马

，则 HC< 画&HC< $&HC< 马!又

画，$，马为三角形内角，则 画&$&马，则

为画$马是等边三角形!故选 *!

B·!!'! 【解析】 由余弦定理得 （（ &

8（%9（以（89123/01&/%最以（重槡/ 重（重槡
/
（

&

"，所以 （&"!

由正弦定理得
（

3;< 画
& 8
3;< $

& 9
3;< 马

，

所 以
（%8%9

3;< 画%3;< $%3;< 马
& （

3;< 画
&

"
3;< /01

&（，

所以
3;< 画%3;< $%3;< 马

（%8%9
&"

（
!故选 *!

B·是!)!【解析】在为画$马中，因为 3;< 画K

3;< $K3;< 马&/K'K为，

由正弦定理，可设为画$马的三边分别为

（&/2，8&'2，9&为2（2F0）!

因为 9F（，9F8，所以 马为为画$马的最

大角!

由余 弦 定 理 的 推 论 可 得 123马&

（（%8（以9（

（（8
&（/2）

（%（'2） （以（为2） （

（重/2重'2
&以"

（
，

所以 马&"（01!故选 对!

B·为!【解】若选条件!，在为画$马中，由

余弦定理8（ &（（%9（以（（9123(画$马，得 （（%

（以"（&0，所以 （&/ 或 （&以最（舍）!

在为画$马中，由正弦定理
8

3;<(画$马
& （
3;< 画

，

得 3;< 画&
（3;<(画$马

8
&/槡/）

（或
!

因为 $+&画$&"，所以(画+$&画，

所以 3;<(画+$&/槡/）
（或

!



若选条件"，在为画$马中，由余弦定理

8（ &（（%9（以（（9123(画$马，得 （（%（以"（&0，

所以 （&/ 或 （&以最（舍）!

在为画$马中， 由 余 弦 定 理 的 推 论 得

123画&
8（%9（以（（

（89
& 槡' "/

（或
!

因为 (画$马&（%
/
， (马$+& %

或
， 所 以

(画$+&%
（
，所以 3;<(画+$&123画，

所以 3;<(画+$& 槡' "/
（或

!

四·!!)!【解析】由余弦定理可得 $马（ &

画$（%画马（ 以（画$·画马·123画，即 /画马（ 以

最画马以"' &0，解得 画马&/ 或 画马&以'
/

（舍）!因为 123画&"
/
，画为锐角，所以

3;< 画& "以123（槡 画&（槡（
/

，因此 6为画$马 &

"
（
画$·画马·3;< 画&（槡（!故选 对!

四·是!)!【解析】由题意知
"
（
（83;< 马&

槡/
最
（9（以（（以8（）&以槡/

（
（8123马，

即HC< 马&以槡/，

又 0B马B%，故 马&（%
/
!

由正弦定理知
（

3;< 画
& 9
3;< 马

，可得 3;< 画&

（3;< 马
9

&槡或
/

重槡/
（

&槡（
（
，又 0B画B%

/
，所以

画&%
最
!故选 对!

!#四#为"解三角形应用举例

·题型诀·

!·!!'!【解析】由题意知，在为画$马中，

(画$马&"A01以为'1%"'1&"（01，画$&"00，

$马&或0，根据余弦定理，得 画马（ &画$（ %

$马（以（画$重$马重123(画$马&"00（ %或0（ %

或 000&"） 或00，所以 画马&"最0!故选 *!

!·是!"00槡（ !【解析】在 所H为画马*中，

(*画马&或01， 画马&"00， 所 以 画* &



画马
123或01

&"00
"
（

&（00!在 所H为画$, 中，

(,画$&/01， 画$& 槡'0 或 ， 所 以 画,&

画$
123/01

& 槡'0 或

槡/
（

& 槡"00 （!在为画*,中，

(*画,&最'1，画*&（00，画,& 槡"00 （ ，由余

弦定理，得 *,（ &画*（%画,（以（画*·画,·

123最'1&（00（%"00（重（以（重（00重 槡"00 （重

槡（
（

&"00（重（，所以 *,& 槡"00 （!

是·!!(!【解析】如图，在为$马"+" 中，

(马"$+" &， 以（， 由 正 弦 定 理 可 得

马"+"

3;<（，以（）
&

$+"

3;< （
，

所以 $+" &
马"+"3;< （
3;<（，以（）

& ）3;< （
3;<（，以（）

，

从而 $画" &$+"3;< ，&
）3;< （3;< ，
3;<（，以（）

，

故 画$&$画"%画画" &
）3;< （3;< ，
3;<（，以（）

%>，故选 于!

是·是!
'槡/
/

!【解析】如图，马是阅兵舰，

画，$分别是歼以"' 舰载飞机被第一次和

第二次观察的位置，所，因是飞机在地面

上的投影!

由已知得 画$&/00 槡（ 重"
或0

&' 槡（ ，所因&

画$&'槡（ ，马+是正北方向，因此(+马所&

%
/
，(+马因&'%

"（
，(因马$&%

或
，(所马因&

%
/
%'%
"（

&/%
最
，(马所因&%

（
以%
/

&%
或
!

在为所马因中，由正弦定理可得
所因

3;<(所马因
&

马因
3;<(马所因

，即
'槡（

3;<
/%
最

& 马因

3;< %
或

，解得马因&'!

在 所H为$因马 中， $因&马因HC< ($马因&

'HC< %
或
&'槡/

/
!



为·!!'!【解析】如图，由题意，在为画$马

中，画马&$马，(画马$&"A01以最01以或01&A01，所

以(画$马&"
（
（"A01以A01）&'01!

又 或01以'01&"01，所以 画在 $的北偏西

"0·方向!故选 *正

为·是!)!【解析】据题意知，在为画$马中

（图略），(画$马&或0·，画$&A，$马&"或，所

以画马（ &画$（%$马（以（画$·$马·123(画$马&

"）（，所以画马&A槡/!

又 3;<(马画$&$马·3;<(画$马
画马

&"，

所以(马画$&）0·，所以航行的方向和路

程分别为北偏东 为0·，A槡/海里!

故选 对!

为·为!北偏东 /01!槡/ （!【解析】如图所

示，设甲船在 马处追上乙船，乙船到 马处

用的时间为 又，乙船的速度为 ?，则 $马&

又?，画马&槡/又?!又 $&"（01，则由正弦定理

得
$马

3;<(马画$
& 画马

3;< $
， 即

"
3;<(马画$

&

槡/
3;< "（01

，所以 3;<(马画$&"
（
!

因为 01B(马画$B或01，

所以(马画$&/01，所以 或01以(马画$&

或01以/01&/01，即甲船应沿北偏东 /01方

向直线行驶!

又(画马$&"A01以"（01以/01&/01，

所以 $马&画$&（，

所以 画马&槡/ （，即追上时甲船行驶了

槡/ （ < 因;MN!



!#共"平面向量的应用举例向向向向向向向向向向向向向

·易错记·

!·!!【解】如图，设此人的实

际前进速度为 -+出所所 ，水流速度

为 -画出
&&

，则此人的游速为 画+出
&&

&

-+出所所 以-画出
&&

!

在所H为画-+中，，画+出
&&

，&（槡/ ，，-画
出&&

，&（，则

，-+出所所 ，&（槡（ ，3;<(+画-&槡或
/
!故此人沿向

量 画+出
&&

的方向游 ） 即逆着水流且与河岸

所成夹角的正弦值为槡
或
/ ) ，才能沿与水

流垂直的方向前进，实际前进的速度大

小为 （槡（ 6因9:!

·题型诀·

!·!!【证明】设 画+出
&&

&!，画$出所所 &与，则 画马出所所 &

!%与，+所出所所 &画所出所所 以画+出
&&

&"
最
画马出所所 以!&

"
最
与以

/
最
!，

因$出所所 &画$出所所 以画因出所所 &与以
/
最
画马出所所 &"

最
与以

/
最
!，所以

+所出所所 &因$出所所 !又因为 +，所，因，$四点不共线，

所以四边形 +所$因是平行四边形!

是·!!【证明】因为 画$&画马，+是 $马的中

点，所以 画+-$马，所以 画+出
&&

-$马出所所 ，所以

画+出
&&

·$马出所所 &0!

又因为点 +在 $马上，所以 画+出
&&

-$+出所所 ，所

以 画+出
&&

·$+出所所 &0!

又因为+所-画马，所以 +所出
&&

-画马出所所 ，所以 +所出
&&

·

画马出所所 &0!

又因为点 所在 画马上，所以 画所出所所 -+所出所所 ，所

以 画所出所所 ·+所出所所 &0!

因为 因是 +所的中点，所以 所因出所所 &以"
（
+所出所所 !

则 画因出所所 ·$所出所所 &（画所出所所 %所因出所所 ）·（$+出所所 %+所出所所 ）

&画所出所所 ·$+出
&&

%画所出所所 ·+所出
&&

%所因出所所 ·$+出
&&

%所因出所所 ·+所出
&&

&画所出所所 ·$+出所所 %所因出所所 ·$+出所所 %所因出所所 ·+所出所所



&（画+出
&&

%+所出所所 ）·$+出所所 %所因出所所 ·$+出所所 %所因出所所 ·+所出所所

&画+出
&&

·$+出所所 %+所出所所 ·$+出所所 %所因出所所 ·$+出所所 %所因出所所 ·+所出所所

&+所出所所 ·+马出所所 以"
（
+所出所所 ·+马出所所 以"

（
+所出所所 ·+所出所所

&"
（
+所出所所 ·+马出所所 以"

（
+所出所所 ·+所出所所

&"
（
+所出所所 ·（+马出所所 以+所出所所 ）&

"
（
+所出所所 ·所马出所所 &0!

所以 画因出所所 -$所出所所 ，所以 画因-$所!

是·是!（"） 【解】设 （F0，8F0，则为画$马在

平面直角坐标系中的位置如图!

因为 画（0，8），$（以（，0），马（（，0），所以

+ 以（
（
，
8
（） ) ，则由重心坐标公式，得

所
（
或
，
8
（） ) !

（（）【证明】由（"）可得 马+出所所 & 以/（
（
，
8
（） ) !

易知为画$马的外心 因在 ，轴上，可设为

（0， ，）， 连 接 马因!由 ，画因出所所 ，&，马因出所所 ，， 得

（，以8） （ &（以（） （ %，（，解得 ，&8（以（（

（8
，则

因 0，
8（以（（

（8） ) ，所以 所因出所所 & 以（
或
，以

（（

（8） ) ，所

以 马+出所所 · 所因出所所 & 以/（
（） ) 重 以（

或） ) %8
（

重

以（
（

（8） ) &0，所以 马+出所所 -所因出所所 ，即 马+-所因!

为·!!槡
"）
（

!【解析】如图，作 画@以马+，交

$马于点 @，则($@画&($马+&为'·，

所以 ($画@&"A0·以最'·以为'·&或0·， 则

123〈画$出所所 ， +马出
&&

〉 & 123 〈 画$出所所 ， 画@出所所 〉 &

123($画@&"
（
!

因为所因出所所 &所画出所所 %画$出所所 %$因出所所 ，所因出所所 &所+出所所 %+马出所所 %马因出所所 ，

又 所画出所所 &以所+出所所 ，$因出所所 &以马因出所所 ，

所以 （所因出所所 &所画出所所 %画$出所所 %$因出所所 %所+出所所 %+马出所所 %马因出所所 &



画$出所所 %+马出所所 ，

所以，所因出所所 ，（ &
"
最
（画$出所所 %+马出

&&

）（ &"
最

，画$出所所 ，（ %

"
最
，+马出

&&

，（%
"
（

，画$出所所 ，·，+马出所所 ，123〈画$出所所 ，+马出所所 〉 &

）
最
%"%

/
（

&"）
最
，所以，所因出所所 ，&槡

"）
（

!

为·是!【证明】以 马为坐标原点，建立如图

所示的平面直角坐标系!设正方形的边

长为 "，则点 画，$的坐标分别为（以"，"）

和（0，"）!设点 所的坐标为（的，，） （的F0，

，B0），则 $所出所所 &（的，，以"），画马出所所 &（"，以"）!!

因为 $所出所所 以画马出所所 ，所以 的重（以"）以"重（，以"）&

0!!

又由 画马&马所及 画（以"， "），马（ 0， 0），

所（的，，），

可得 的（%，（ &（!"

由!"可得 所 "%槡/
（

，
"以槡/
（） ) !

设 因（的"，"），则由 马因出所所 &（的"，"）和 马所出所所 &

"%槡/
（

，
"以槡/
（） ) 共线得，

"以槡/
（

的"以
"%槡/
（

&

0，解得 的" &以（以槡/ ，所以点 因的坐标为

（以（以槡/ ，"）!因为 画因出所所 &（以"以槡/，0），画所
出所所 &

/%槡/
（

，
以"以槡/

（） ) ，所以，画因出所所 ，&，画所出所所 ，&槡/ %

"，所以 画因&画所!

+·!!形!【解析】因为 因"%因（%因/ &当，

所以 因/ &以因"以因（，

所以，因/ ，&，以因"以因（ ，& （因"%因（）槡
（ &

，因" ，
（%（因"·因（%，因（ ，槡

（ &

最%（重（重最123或01%槡 "或 &（槡为 （O）!

+·是!'! 【解析】 根据题意可得以可&

因"%因（，

则，可，&，因"%因（ ，& ，因"%因（ ，槡
（

& 因（
"%因

（
（%（因"·因槡 （

& （因（
"%（因

（
"·123槡 的，

当 的&0 时，，可，&（，因" ，&，因" ，%，因（ ，，

当 的， 0 时， ，可，， ，因" ，%，因（ ，，故 故

错误；



当 的&
%
（ 时，，可，& （因（

"%（因
（
"·123槡 的&

槡（ ，因" ，，即，因" ，&
槡（
（

，可，，故 *正确；

，可，& （因（
"%（因

（
"·123槡 的，因为 ，&123的

在（0，%）上单调递减，又行李包的重力

可不变，所以当 的角越大时，用力越大，

故 对错误；

当，因" ，&，可，，即，可，& （因（
"%（因

（
"·123槡 的&

，因" ，时，解得 123的&以
"
（
，又 的（（0，%），

所以 的&
（%
/
，故 于错误!故选 *!

B·!!'!【解析】如图，在为画$马中，由正

弦定 理， 得
画$

3;< "（01
& $马
3;<($画马

， 所 以

3;<($画马& 或
'槡/

&（槡/
'

，所以 123($画马&

槡"/
'

，所以 以&因··&（'重或重123($画马&

/0槡"/ （P）!故选 *!

四·!!【解】（"）由题设，$" 在 $（ 反方向上

的分速度大小为，$" ，123或01&' 6因9:F

，$（ ，&最 6因9:，

所以游船航行到达北岸的位置是在 画;的

西侧!

（（）要使游船能到达 画;处，则 $" 在 $（ 反

方向上的分速度大小为，$" ，123（"A01以

的）&，$（ ，&最 6因9:，

所以 123（%以的）&
（
'
，故 123的&以（

'
!又

01B的B"A01，此时3;< 的& "以123（槡 的&槡
（"
'

，

所以 $" 在南北方向上的速度大小为

，$" ，3;< 的&（ 槡（" 6因9:，

所以航行时间 又&
<

（ 槡（"
&槡（"

最（
（:）!

（/） 由 （ " ） 知 游 船 的 航 行 时 间 为

<
，$" ，3;< 或01

&槡/
"'

（:），



所以东西方向航行距离为（，$" ，123或01以

，$（ ，）重
槡/
"'

&槡/
"'

（6因），

所以游船航行到达北岸的实际航程为

"（%）槡/"' )槡
（

& 槡（ '为
"'

（6因）!


